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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ
ΘΕΜΑ Α
Α1. Θεώρημα σχολικού βιβλίου σελ. 186.

Α2. Θεώρημα σχολικού βιβλίου σελ. 76.

Α3. Ορισμός σχολικού βιβλίου σελ. 161.

Α4. 	α) Σωστό
	β) Σωστό
	γ) Λάθος
	δ) Λάθος
	ε) Σωστό

ΘΕΜΑ Β
Β1. Η f είναι παραγωγίσιμη στο R με f’(x)=3x2+2αx+9. Οπότε f ’(1)=03+2α+9=0 άρα 2α= -12. Οπότε α= -6.

Β2. Για α= -6 έχουμε f(x)=x3-6x2+9x-3 και f’(x)=3x2-12x+9, xR. Λύνουμε την εξίσωση f’(x)=0 και οι ρίζες και το πρόσημο της f ’ δίνονται από τον παρακάτω πίνακα.
x              -         1          3         +
f ’(x)               +          -           +
f(x) 
                            τ.μ.           τ.ε.    
Δ1=[0 1]
Η f είναι συνεχής στο Δ1 και f(0)f(1)<0. Οπότε από θεώρημα Bolzano υπάρχει x1(0 1) τέτοιο ώστε f(x1)=0. Το x1 είναι  μοναδικό γιατί η f είναι γν. αύξουσα στο Δ1.

Δ2=[1 3]
Η f είναι συνεχής στο Δ2 και f(1)f(3)<0. Οπότε από θεώρημα Bolzano υπάρχει x2(1 3) τέτοιο ώστε f(x2)=0.
Το x2 είναι μοναδικό γιατί η f είναι γν. φθίνουσα στο Δ2.

Δ3=[3 +)
Η f είναι συνεχής στο Δ3 και f(3)= -3<0 και  . Οπότε f(Δ3)= [-3 +). Το 0 περιέχεται στο f(Δ3) οπότε υπάρχει x3Δ3 τέτοιο ώστε f(x3)=0. Το x3 είναι μοναδικό αφού η f είναι γν. αύξουσα στο Δ3. Άρα η εξίσωση f(x)=0 έχει 3 θετικές ρίζες.

Β3. f’’(x)=6x-12 οι ρίζες και το πρόσημο της f’’ δίνονται από τον παρακάτω πίνακα.
x              -              2               +
f ‘’(x)               -                    +
f(x) 
                             
Η f είναι κοίλη στο (-, 2], η f είναι κυρτή στο [2, +) το σημείο Μ (2, f(2)) είναι σημείο καμπής της Cf,         f(2)= -1.

Β4. Η εφαπτομένη Cf στο Α είναι ψ-f(ξ)=f’(ξ)(x-ξ)
Η εφαπτομένη της Cf στο Β είναι ψ-g(ξ)=g’(ξ)(x-ξ). Επειδή g(ξ)=ξ+f(ξ) και g’(ξ)=1+f’(ξ) λύνουμε το σύστημα των δύο ευθειών όπου προκύπτει x=0. Άρα οι ευθείες τέμνονται στον άξονα y’y.

ΘΕΜΑ Γ
Γ1. Επειδή  και f(0)=0 τότε η f είναι συνεχής στο x=0.


Οπότε η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0.

Γ2. Για x  + έχουμε


Άρα η y=x+ είναι ασύμπτωτη στη Cf στο +.
Για x - έχουμε


Άρα η y=0 είναι οριζόντια ασύμπτωτης της Cf στο  -.

Γ3. Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση f(x)=x+ έχει μία τουλάχιστο ρίζα στο (-π, 0).
Θεωρούμε τη g(x)=f(x)-x- και εφαρμόζουμε θεώρημα Bolzano στο [-π, 0].
Αφού g(0)<0 και g(-π)>0 και η g είναι συνεχής στο [-π, 0] υπάρχει ξ(-π, 0) τέτοιο ώστε g(ξ)=0.

Γ4. Έστω Μ(x, y), y=f(x) με x>0.
Το Μ κινείται άρα γίνεται Μ (x(t), y(t)), y(t)=f(x(t))
y’(t)=
Την χρονική στιγμή t0 έχουμε y’(t)=x’(t) άρα x’(t0)= 
 αδύνατο. Άρα δεν υπάρχει χρονική στιγμή t0.

ΘΕΜΑ Δ
Η g είναι παραγωγίσιμη στο (0, +) με g’(x)=

Άρα η g είναι σταθερή.

Δ2. Για κάθε x>0 έχουμε:

Η f’ είναι συνεχής στο (0, +) ως αποτέλεσμα πράξεων συνεχών συναρτήσεων.
Επειδή η f παραγωγίσιμη στο (0, +), είναι και συνεχής. Οπότε 

αφού για x=1 από την σχέση xf(x)=2F(x)lnx προκύπτει f(1)=2F(1)ln1=0.
Έχουμε
 αφού η εφαπτομένη στο Μ (1, f(1)) είναι παράλληλη στη y=2x.
ii) Η F είναι συνεχής στο x0=1,  


Επειδή η g είναι σταθερή στο (0, +) υπάρχει cR τέτοιο ώστε g(x)=c

και αφού F(1)=1, τότε c=1.
Άρα F(x)=xlnx, x(0, +).

Δ3. Για κάθε x(0, +) έχουμε 



Για 0<x<1 είναι F’(x)<0 και αφού F συνεχής στο (0,1] τότε η F είναι γν. φθίνουσα στο (0,1].
Για x>1 είναι F’(x)>0 και αφού F συνεχής στο [1, +) τότε η F είναι γ. αύξουσα στο [1,+).
Θεωρούμε την συνάρτηση 

• h(1)=0
• Για 0<x<1 έχουμε 0<x2<x<1 και αφού F γν. φθίνουσα στο (0, 1] ισχύει F(x2)>F(x) και επειδή (x-1)2>0 τότε h(x)>0 για κάθε x(0,1).
• Για x>1 έχουμε x2>x>1  και αφού F γν. αύξουσα στο [1, +) ισχύει F(x2)>F(x) και επειδή (x-1)2>0 τότε h(x)>0 για κάθε x[1,+).
Άρα η x=1 είναι μοναδική ρίζα της εξίσωσης h(x)=0 F(x2)=F(x)-(x-1)2.

Δ4. Η F είναι συνεχής στο [1, e] και αφού F γν. αύξουσα στο [1, e] τότε F(x)F(1)F(x)1>0.
Άρα 

Επειδή exx+1 για κάθε xR αν θέσουμε όπου x στο ln2x παίρνουμε 
για κάθε x>0 (με το ισον να ισχύει μόνο για x=1).

Έχουμε:

Επομένως Ε>2e-3
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